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Equations du mouvement d’un solide

1. Introduction

L’objectif de cette page est d’établir les équations différentielles du mouvement d’un
solide indéformable, dans le but de faire leur intégration numérique. On se limite au cas
ou les forces agissant sur le solide sont connues a priori. Ces forces peuvent étre non
conservatives.

La méthode exposée ici consiste a utilise la matrice rotation qui définit 'orientation du
solide dans I’espace. Elle peut s’appliquer aux problémes de gyroscopes, éventuellement
avec frottements, et aux mouvements dans un fluide. La méthode peut étre utilisée en
dynamique moléculaire, pour la simulation des molécules rigides.

2. Mouvement du centre de masse

Dans le cas d’'un mouvement comportant des degrés de liberté de translation, le
théoréme de la résultante cinétique permet d’écrire I’équation du mouvement du centre
de masse :

A
m dt ext ( )

Lorsque la résultante des forces extérieures est connue, 'intégration de ces 3 équations
différentielles du premier ordre se fait en ajoutant I’équation suivante :

dXe =

Rl A ¥ 2
En projection sur une base orthonormée, nous avons donc un systéme différentiel de la
forme y' = f(y,t) comportant 6 équations.

3. Mouvement de rotation

3.a. Théoréme du moment cinétique
Le mouvement d’un solide ayant un point fixe ou le mouvement dans le référentiel du
centre de masse se fait avec 3 degrés de liberté de rotation. Dans les deux cas, I’équation
du mouvement de la rotation est obtenue avec le théoréme du moment cinétique (en un
point fixe ou au centre de masse) :
de -

— = Ng; 3
= R )

3.b. Repére d’espace et repére lié au solide

Soit O le point fixe du mouvement. On note Oxyz un repére cartésien lié au référentiel
dans lequel le mouvement du solide est étudié ; on I'appellera repére d’espace. On définit
également un repére lié au solide Ox,y,z,.

Les composantes d’un vecteur forment une matrice colonne (3x1). On désignera par
une lettre minuscule ce type de matrice. Par exemple, o désigne la matrice colonne des


http://www.f-legrand.fr/scidoc
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr

Frédéric Legrand Licence Creative Commons 2

composantes du moment cinétique dans le repére d’espace et o, désigne les composantes
du méme vecteur dans le repére du solide.

Les composantes d’un tenseur de rang 2 forment une matrice (3x3) qui sera désignée
par une lettre majuscule. Par exemple T" désigne les composantes du tenseur d’inertie
dans le repére d’espace et T les composantes du méme tenseur dans le repére du solide.

3.c. Matrice rotation

Soit z; la matrice (3x1) des coordonnées d’un point particulier du solide (indice i)
dans le repére d’espace et x;, ses coordonnées dans le repére du solide. La rotation du
solide est donnée par une matrice (3x3) @ orthogonale [1] :

La matrice @) est orthogonale; elle vérifie :

QQ" =1 (5)

Comme il s’agit d’'une rotation, le déterminant de @) est +1.

La matrice () sera choisie pour représenter la position a tout instant du solide. Cela
correspond & 9 paramétres alors que 3 sont en principe suffisants pour décrire 'orienta-
tion du solide dans 'espace. Par exemple, les 3 angles d’Euler définis plus loins définissent
cette orientation. Cependant, les angles d’Euler conduisent a des équations différentielles
difficiles & intégrer numériquement. Par ailleurs, la matrice () permet d’obtenir rapide-
ment les coordonnées d’un point quelconque du solide. Elle peut étre fournie directement
a un programme de visualisation pour obtenir une représentation graphique de I'objet.

3.d. Vitesse angulaire

En dérivant ’équation (4) par rapport au temps :
dQ — _ d@
attt T at
ou €2 est la matrice vitesse angulaire. Pour une rotation infinitésimale du solide pendant
I'intervalle de temps dt, le déplacement d’un point est :

V; =

xi(t + dt) = (1 + Qdt)x;(t) (7)

La rotation infinitésimale est donc donnée par la matrice orthogonale 1 + €2dt. La con-
dition d’orthogonalité s’écrit :

(1+Qdt)(1+Q"dt) =1 (8)
En inversant la rotation infinitésimale, on obtient :

(14 Qdt)(1—Qdt) =1 (9)

La comparaison des deux équations précédentes montre que la matrice ) est anti-
symétrique :

o' =-Q (10)

On posera donc :
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0 —Ws3 Wa
Q= W3 0 —Ww (11)
—W9 w1 0

Le vecteur vitesse angulaire est le vecteur dont les composantes sur le repére d’espace
sont :

w1
W = wWa (12)
]

Les composantes de la vitesse s’expriment alors comme un produit vectoriel de deux
matrices colonnes :

v; = Qz; = w A T (13)

La matrice vitesse angulaire est en fait la matrice des composantes d’un tenseur an-
tisymétrique de rang 2. Ses composantes dans le repére du solide sont données par la
matrice :

dQ

0, =Q"Q = QTE (14)
Avec I'équation (6), on en déduit :
dqQ
T< — Qo, 1
9_q (15)

3.e. Equations d’Euler

Considérons les composantes du moment cinétique (au centre de masse ou en un point
fixe) sur le repére d’espace et sur le repére du solide :

o= Qos (16)
En dérivant par rapport au temps :
do d dog
do 49 Lo (17)
dt dt dt
Le théoréme du moment cinétique s’écrit en projection sur le repére d’espace :
do
= —n 18
o (18)

ot n désigne la matrice colonne (3x1) des composantes du moment des forces extérieures
dans le repére d’espace.
Les composantes du moment des forces dans le repére du solide sont données par :

ne=Q™n (19)
Le théoréme du moment cinétique s’écrit donc :
dQ do
T s

Q prid + 7 n (20)
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D’autre part :
dQ

QTE = QTN =, (21)
On obtient finalement 1’équation suivante :
do
;t + Q.05 = ng (22)

qui s’écrit aussi avec les composantes du vecteur vitesse angulaire dans le repére du
solide :

dog
dt

Le moment cinétique s’exprime en fonction du vecteur vitesse angulaire par le tenseur
d’inertie. Dans le repére lié au solide, on a :

+ws A\ O = Ny (23)

oy = Thw, (24)

ou T, est la matrice des composantes du tenseur d’inertie au point O considéré pour
le moment cinétique (centre de masse ou point fixe). On choisit a présent le repére
(Ozsyszs) constitué par les axes propres du tenseur d’inertie. On désigne ces trois axes
par les indices 1,2,3. Les moments d’inertie par rapport aux axes propres sont notés Iy.
[’équation (23) conduit alors aux équations d’Euler :

dwsl

5L prl Wsawss(Ia — I3) + ng (25)
dwg

12# = Wysws1 (I3 — I1) + ngo (26)
dwg

I3 dt3 = waws2 (1 — 1) + N3 (27)

3.f. Equations différentielles du mouvement de rotation

Les équations d’Euler associées & I’équation (15) permettent de définir un systéme
différentiel du premier ordre. Notons g;; les éléments de la matrice (). L’équation (15)
conduit aux 9 équations différentielles suivantes :
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dgq
d—;l = Ws3G12 — Ws2413 (28)
d
e —Ws3q11 T Ws1G13 (29)
dt
dgq
d_zlf?) = Ws2q11 — Ws14G12 (30)
dgq
d_1251 = Ws3(@22 — Ws2G23 (31)
d
2z —Ws3G21 T Ws1G23 (32)
dt
d
% = Ws2(@21 — Ws1G22 (33)
d
% = We3Q32 — Ws2(33 (34)
d
% = —Ws3@31 + Ws1G33 (35)
t
do-
% = Ws2q31 — Ws1G32 (36)

Les 12 équations (25) a (36) constituent un systéme différentiel du premier ordre pour
les 12 variables g;; et wy. Les composantes du moment des forces extérieures sont soit
évaluées directement sur le repére du solide, soit d’abord calculées sur le repére d’espace
puis converties avec la relation

ns=Q"n (37)

Remarquons que les 3 degrés de libertés nécessitent en principe 6 équations du premier
ordre. Nous avons donc ici 6 équations redondantes. Cependant, la méthode offre 'a-
vantage de fournir directement la matrice de la transformation orthogonale. De plus, la
condition d’orthogonalité de () pourra étre vérifiée pendant 'intégration numérique, ce
qui donne un moyen de controler la précision du calcul.

Voyons & présent comment définir les conditions initiales avec les angles d’Fuler.

3.g. Angles d’Euler

Les angles d’Euler permettent de décomposer la transformation orthogonale () en
trois rotations. Considérons les repéres R = (Oxyz) et Ry = (Oxyszs) initialement
confondus. On fait tout d’abord tourner le repére R, d'un angle ¢ autour de I'axe Oz.
La matrice de rotation correspondante est :

cosp —sing 0

Qs=| sing cos¢p 0 (38)
0 0 1

La seconde transformation est une rotation d’un angle 6 autour de 'axe Oxy :

1 0 0
Qo= 0 cosf —sinf (39)

0 sinf cosf

Pour finir, on fait tourner Ry d’un angle ¢ autour de 'axe Oz, :
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cosyy —siny 0
Qp = | siny cosyp 0 (40)
0 0 1

La matrice @), qui par définition permet de calculer les coordonnées d’un point dans le
repére R en fonction de ses coordonnées dans le repére du solide R, est :

Q = QpQoQy (41)

Calculons cette matrice avec Mathematica :

Q=RotationMatrix[phi,{0,0,1}] .RotationMatrix[theta,{1,0,0}].RotationMatrix[psi,{0,0,1

cos(¢) cos(1)) — cos() sin(¢) sin(yp) — cos(v)) cos(8) sin(¢) — cos(¢) sin(¢p)  sin(¢) sin(6)
cos(1)) sin(¢) + cos(¢) cos(0) sin(1h)  cos(¢) cos(y) cos(f) — sin(¢p) sin(yp)  — cos(¢) sin(0)
sin(1)) sin(6) cos(?)) sin(0) cos(#)

Les angles d’'Euler peuvent étre utilisés pour définir les valeurs initiales des éléments g;;
de la matrice ). D’autre part, ces angles peuvent étre calculés au cours de l'intégration
en fonction des g;;, ce qui peut étre utile pour calculer certains moments de force ou pour
suivre le mouvement du solide.

Les valeurs initiales du vecteur vitesse angulaire dans le repére du solide sont obtenues
avec la relation :

dQ

_ AT

0, = Q" (42)
Q = Q/.{phi->phi[t],theta->thetalt],psi->psilt]l};

OmegaS = Simplify[Transpose[Q].D[Q,t]]

0 —cos(0(1))¢'(t) — ' (2) cos((t
cos(B(t)) ¢/ (t) + ' (t) 0 — sin(¥(
sin((¢))6'(t) — cos(¥(t)) sin(0(2))¢' (t) sin(p(2)) sin(0(t))¢'(¢) + cos(e(t))6'(t)

On constate que les composantes du vecteur vitesse angulaire dans le repére du solide
s’expriment en fonction des dérivées des angles d’Euler par la relation :

¢'(t)
ws=A| 0t (43)
V' (t)

)) sin(6(
t

t))
) sin(0(t

).

ol la matrice A est :

A={{Sin[theta[t]]*Sin[psi[t]],Cos[psil[t]],0},{Cos[psilt]]*Sin[thetalt]],-Sin[psilt]],
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sin(¢(t))sin(0(t))  cos(¥(t
cos((t)) sin(6(¢))  —sin(3(
cos(6(t)) 0

La donnée des angles d’Euler initiaux et de leur vitesse angulaire initiale permet donc
de calculer les valeurs initiales des variables wgy,.

Inversement, on peut exprimer les dérivées des angles d’Euler en fonction des com-
posantes de la vitesse angulaire dans le repére du solide :

¢'(t)
0'(t) | = A w, (44)
W'(t)

) 0
t) 0
1

La matrice inverse de A est :

invA=Simplify[Inverse[A]]

csc(f(t))sin(y(t))  cos(¥(t)) csc(O(t)) 0
cos(1(t)) —sin(y(1)) 0
—cot(0(t))sin(y(t)) — cos(v(t)) cot(O(t)) 1

Les 3 équations (44) et les équations d’Euler (25,26,27) forment un systéme différentiel
de 6 équations du premier ordre pour les angles d’Euler et les composantes de la vitesse
angulaire dans le repére du solide. La matrice ci-dessus a toutefois I'inconvénient de
ne pas étre définie pour § = 0 et § = m. L’intégration numérique de ces équations
différentielles pose des problémes au voisinage de ces valeurs particuliéres de 6. C’est
pourquoi il est préférable d’utiliser la matrice rotation comme expliquée précédemment.
Les angles d’Euler sont utilisés seulement pour obtenir la condition initiale.
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