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Discrétisation de ’équation de Poisson en géométrie axiale

1. Introduction

On considére ’équation de Poisson :

Viu=s (1)

ou s est un champ scalaire appelé la source et u le champ scalaire a déterminer, qui
peut étre un potentiel électrostatique, la température pour un probléme de transfert
thermique.

On considére le cas d’un probléme a symétrie axiale, pour lequel on utilise les coor-
doonées cylindriques (r, 6, z). Les champs s(z,7) et u(z,r) sont alors indépendant de 6
et I’équation de Poisson s’écrit :

10 ( du 0%u
v (1) + g = o <

La méthode de discrétisation des volumes finis (|1][2]) consiste a utiliser 'équation (1)
intégrée sur un volume. Avec le théoréme d’Ostrogradsky, on obtient pour un volume V'
délimitée par une surface S :

ffsio - [ o

Physiquement, il s’agit d’une équation de conservation exprimée pour le volume de con-
trole V. Par exemple pour un probléme de transfert thermique, cette équation exprime
la conservation de I’énergie.

Il est important que ’équation de conservation soit vérifiée par le schéma numérique.
La méthode des volumes finis consiste a discrétiser ces deux intégrales pour des volumes
de controéle choisis en fonction du systéme de coordonnées utilisé.

2. Définition du maillage

Le maillage est défini par les noeuds suivants

2 = 1Az (4)
rj=JjAr (5)
ou 'indice 7 varie de 0 & N, — 1 et 'indice j de 0 & N, — 1. L’indice 5 = 0 correspond a

I'axe de symétrie (axe Oz).
On définit :
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3. Discrétisation de ’équation

Soit (7,7) un point a l'intérieur du domaine (point A), non situé sur l'axe (j > 0).
Le volume de contréle est représenté en pointillé sur la figure sous forme d’un contour
(a,b,c,d). Dans la direction perpendiculaire au plan du maillage, le volume est délim-
ité par des arcs de cercles centrés sur 'axe Oz, d’angle Af. Les sommets du contour
correspondent & des arcs de cercle de longueurs :

1
lo =1 = (j + 5)ArA0 (8)
1
le=1la= (5 — é)ArAG (9)
Les segments (da) et (bc) correspondent & des surfaces dont les aires sont :

Aga = Ape = JAT2AD (10)

Les segments (ab) et (cd) correspondent & des surfaces cylindriques dont les aires sont :

Ap =10z = (5 + %)ATAZAQ (11)

1
A =1Az= (j — i)ArAzAG (12)
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Enfin le volume est :

Av = Ay Az = AT Az A0 (13)

La méthode des volumes finis consiste a remplacer les deux intégrales de ’équation (3)
par des approximations en fonction des valeurs de U aux nceuds du maillage. Pour le
terme de source, 'approximation la plus simple est :

///Usdv ~ S, A (14)

Le flux sortant du gradient sur la surface (da) est évalué de la maniére suivante :

— i+1,j — Uiy i+15 — Uij .
// gmdu-ﬁds:MAda:MjArQAe (15)
(da) Az Az

Le flux sur la surface (bc) s’écrit de maniére analogue. Pour la surface (ab) :

y o — U 1
//( ) gradu - 7 ds = U’j%TU’JAab = Wi = Uiy)(J + 5)AzA0 (16)

En raison de la symétrie axiale, les flux sur les deux surfaces 6 constante sont nuls.
[’équation (3) discrétisée se met sous la forme générale suivante :

D; iUisr; + G jUiz1; + Hi jU; jy1 + BijUi jo1 + Ci U j = Fi (17)

On obtient finalement pour un point & U'intérieur du domaine (point A) :

Di,j = Gi,j = jA’f’2 (18)
1

H, =+ é)AZQ (19)
1

Bij=(— §)A22 (20)

Cij = —2j(Ar® + A2?) (21)

E,j = S@jjA’f’zAZP (22)

On remarque que ces coefficients sont proportionnels a I'indice j (ou j plus ou moins 1/2).
Comme l'indice d'un point dépend de la taille du maillage, on divisera ce facteur par IV,,
pour qu’il soit indépendant de la taille du maillage. Cette correction est indispensable
pour l'utilisation des méthodes multigrilles.

On considére a présent le point B situé sur axe Oz d’indices (7,0), avec 0 < i <
N, — 1. Le volume de controle est représenté sur la figure par le contour (e, f,h, h). La
surface (gh) est réduite & un segment, donc le flux est nul. Les aires des trois autres
surfaces utiles sont :

1
Ahe = Afg = gAT‘QAQ (23)
Ay = %ArAzAG (24)

Le volume est :
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Av = ApAz = éAT2A2A0 (25)

On obtient pour ce point de 'axe (point B) :

Dig=Gip= %Aﬂ (26)

H;= %Af (27)

Bip=0 (28)

Cio = —lA'r’Q 1A22 (29)
’ 4 2

F; SwlArQAzQ (30)

4. Discrétisation des conditions limites

4.a. Condition de Dirichlet

Une condition limite de Dirichlet consiste & imposer une valeur de u sur un bord du
domaine (autre que I’axe Oz) ou d’un objet. Par exemple, si une condition de Dirichlet
est définie sur le bord du domaine par une fonction g(z), on écrira pour chaque point du
bord :

U,L"Nrfl = g(’lAZ) (31)

Exprimé avec le schéma général, la condition s’écrit :

Eyn,-1 = g(iAz) (33)

4.b. Condition de Neumann

La condition limite de Neumann consiste a fixer le gradient de u sur une frontiére,
plus précisément la composante du gradient perpendiculaire & la frontiére. Physiquement,
cela correspond a un flux imposé (champ électrique imposé, flux thermique imposé, etc).

Considérons tout d’abord le cas d’un point C situé sur le bord j = N, — 1 (pas sur
un coin). La dérivée imposée sur ce bord est :

ou
_— = 4
B wy(2) (34)
On pose donc :
wy; = w,(iAz) (35)

Le volume de controle pour ce point est représenté sur la figure par le contour (k, 1, m, n).
On écrit les aires des différentes faces et le volume :
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Appn = A, = ; (] — —) Ar?AO (36)
Ap = jATrAzAG (37)
Apn = (j — —) ArAzA0 (38)
Av = ; (] - 1) Ar?AzA0 (39)

Le flux sortant a travers la surface (kl) est discrétisé de la maniére suivante :

—
// gradu - 1 ds = wy ;A = wy; JArAzAl (40)
(da)

Les flux sur les surfaces (Im), (mn) et (nk) sont discrétisés comme précédemment et on
obtient :

D;j=G;;= E(j - Z)ATQ (41)
Hi;=0 (42)
Bij = — %)AZQ (43)
Cig = —(j - i)M - (- 5)A7 (44)
F;=S5;, %( — Z—l)ArZAz — W, JATAZ? (45)

Pour un point D situé sur le bord ¢ = 0, on impose la dérivée suivante :
o ) (46)

et on pose

wz,; = w(jAr) (47)

Le volume de controle représenté par le contour (o, p, q,r) conduit aux coefficients suiv-
ants :

G =0 (48)
D;; = jAr? (49)
H;; :%(j—i—;)A ? (50)
B, ;= %(] - —)Az (51)
Cij= (Ar + Az?) (52)
F;=35; jAr2Az +w, ;jAr* Az (53)

lj2
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Pour le point E situé sur un coin du domaine (i = 0,5 = N, — 1), le volume de controle
est (s,t,u,v). Le flux sur (¢s) fait intervenir la dérivée par rapport a r alors que le flux
sur (tu) fait intervenir la dérivée par rapport & z. On obtient pour ce point :

G =0 (54)
1. 1.,

Dij=5(j = )Ar (59)

H;j = (56)
11,

B, = 10— DA (57

Cig = —5(i ~ PAF = 5(j — )A2? (53)

F.;=35; 1(j — 1)AT2A22 —w lerAzz +w 1(j — 1)A?“ZAz (59)

I "4 4 "2 =19 4

Le coin situé sur 'axe (i = 0, 7 = 0) nécessite un traitement spécial en raison de 'absence
de flux sur laréte (yz). On obtient pour ce point :

Gij=0 (60)
1

Di,j = gAT’Q (61)
1

H; ;= ZA% (62)

B;;=0 (63)

oo 1o,
Ci,j = —gAT — ZAZ (64)
1 1
F ;= Si’j1_6AT2AZQ + wzngATQAz (65)

Pour un objet cylindrique défini par le contour ABCDFEF, la condition de Neumann
s’écrit de maniére différente suivant le coté. Les coins doivent recevoir un traitement
particulier. Sur chaque coin, il y a deux flux imposés perpendiculaires.

Le traitement des cotés est similaire a celui des bords du domaine vu ci-dessus. Par
exemple, le bord GH conduit &

Gis = Diy = 5(j + )47 (66)
Hey =+ 5)A2 (67)
B;;=0 (68)
Cij=—0U+ %)Azz -7+ i)ArQ (69)
F,; = Si’j%(j + i)ArQAzz + wpijArAZ? (70)

Le coin I est similaire au coin E traité ci-dessus car le domaine de calcule se trouve a
Iintérieur du coin. Pour les sommets G,H,J,K,L, le domaine se trouve a l'extérieur du
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coin. Par exemple, pour le sommet G, dont le volume de controle est (a,b,c,d, e, f), on
obtient :

Gij = jAP? (71)
Dy, = %(j - %)m? (72)
Hiy= 5+ 5)A7 (73)
By = (i - 5)A (74)
Gy = —5 (3~ A2~ L3 — AP (75)
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