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Equation de diffusion a une dimension

1. Equation de diffusion

Soit une fonction u(x,t) représentant la température dans un probléme de diffusion ther-
mique, ou la concentration pour un probleme de diffusion de particules. L’équation de diffusion
est:

2
% = D% + s(z,t)
ou D est le coefficient de diffusion et s(z,t) représente une source, par exemple une source
thermique provenant d’un phénomene de dissipation.
On cherche une solution numérique de cette équation pour une fonction s(x,t) donnée,
sur Iintervalle [0, 1], & partir de I’instant ¢ = 0. La condition initiale est u(z, 0). Sur les bords
(r = 0 etx = 1) la condition limite est soit de type Dirichlet :

U(O, t) = Ug
soit de type Neumann (dérivée imposée) :

ou

—(0,t) = J,

8$( ) =Jo

2. Méthode des différences finies

2.a. Définitions

Soit N le nombre de points dans I’intervalle [0, 1]. On définit le pas de x par

1
Ap = —
TTN 1

On définit aussi le pas du temps At. La discrétisation de u(x, t) est définie par :

Ui = u(jAz,nAt)

ou j est un indice variant de 0 a N-1 et n un indice positif ou nul représentant le temps.
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La discrétisation du terme de source est

S¢ = u(jAr,nAt)
On pose

2.b. Schéma explicite

Pour discrétiser 1’équation de diffusion, on peut écrire la différence finie en utilisant les
instants n et n + 1 pour la dérivée temporelle, et la différence finie a I’instant n pour la dérivée
spatiale :

n+1 n n n n
At (Ax)? I
Avec ce schéma, on peut calculer les U }”1 a I’instant n + 1 connaissant tous les U j" a I’instant

n, de maniere explicite. Ce schéma est précis au premier ordre ([1]). Comme montré plus loin,
sa stabilité n’est assurée que si le critere suivant est vérifié :

DAt 1
< —
(Az)? — 2
En pratique, cela peut imposer un pas de temps trop petit.
L’implémentation de cette méthode est immédiate. Voici un exemple :
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import numpy
from matplotlib.pyplot import =

N=100
x=numpy.linspace (0,1, N)
dx=x[1]-x[0]

dx2=dx**2
U=numpy.zeros (N)
laplacien=numpy.zeros (N)
3e-5

for i in range (1000) :
for k in range(1l,N-1):

laplacien[k] = (U[k+1]-2*U[k]+U[k-1])/dx2

for k in range(l,N-1):
U[k] += dtxDxlaplacien([k]

figure ()
plot (x,U)
xlabel ("x")
ylabel ("U")
grid()

alpha=Dxdt/dx2

print (alpha)
-=> 0.29402999999999996
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Le nombre de points NV et I'intervalle de temps sont choisis assez petits pour satisfaire la
condition de stabilité. Pour ces valeurs, I’atteinte du régime stationnaire est tres longue (en
temps de calcul) car I’intervalle de temps At est trop petit. Si on augmente cet intervalle, on
sort de la condition de stabilité :

N=100
x=numpy.linspace (0, 1,N)
dx=x[1]-x[0]
dx2=dx**2
U=numpy.zeros (N)
laplacien=numpy.zeros (N)
dt = 6e-5
U[0]=1
U[N-1]=0
D=1.0
for i in range (1000):
for k in range(1l,N-1):
laplacien([k] = (U[k+1]-2*U[k]+U[k-1]) /dx2
for k in range(1,N-1):
Ulk] += dts«Dxlaplacien(k]

figure ()
plot (x,U)
xlabel ("
ylabel ("
grid()

X")
U")

alpha=Dxdt/dx2

print (alpha)
-=> 0.58805999999999992


http://www.f-legrand.fr/scidoc
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr

Frédéric Legrand Licence Creative Commons 5

Z.UIEIE?

15 E o L ]

o) PR U O 18 O O O O I I T S N

-10b 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

2.c. Schéma implicite de Crank-Nicolson

La dérivée seconde spatiale est discrétisée en écrivant la moyenne de la différence finie
évaluée a I’instant n et de celle évaluée a I’instant n 4 1 :

Ut - Up DU =2 4 U + U - R 4 UL)
At 2 (Az)? ]

Ce schéma est précis au second ordre. Contrairement au schéma explicite, il est stable sans

condition. En revanche, les U, f“ a 'instant n 4+ 1 sont donnés de maniere implicite. Il faut
donc a chaque instant n + 1 résoudre le systeme a /N équations suivant :

«

2

A

UZ + (1 +a)U = SUR = U + (1= a)Uf + o i+l

U =5 + ALS?

Ce systeme est tridiagonal. On I’écrit sous la forme :

n+1 n+1 n+1l __ )
Aj iU + AU + Ajja Uy = R,

A chaque étape, on calcule la matrice colonne R et on résout le systtme AU"*' = R. Pour
j=0etj =N — 1, ’équation est obtenue par la condition limite.
On peut aussi écrire le membre de droite sous la forme :

Rj = Bj;j1\U'y + BjjUjn + Bjj1 Uy + C

ce qui donne la forme matricielle

AU = BU™ + C
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2.d. Analyse de stabilité de von Neumann

[’analyse de stabilité de von Neumann ([2][3]) consiste a ignorer les conditions limites et
le terme de source, et a rechercher une solution de la forme suivante :

U = o™ exp(iB))

Il s’agit d’une solution dont la variation spatiale est sinusoidale, avec un nombre d’onde /.
Toute solution de 1’équation de diffusion sans source et sans condition limite doit tendre vers
une valeur uniformément nulle au temps infini. La méthode numérique utilisée est donc stable
si |o| < 1 quelque soit la valeur de 5.

En reportant cette solution dans le schéma explicite, on obtient :

o=1+2acosf —1)
La valeur absolue maximale de o est obtenue pour cos(3) = —1. On en déduit la condition de
stabilité : o < 1/2.
Pour le schéma de Crank-Nicolson, on obtient :
1 —a(l —cosp)
~ 14 a(l —cosfB)

|o| est inférieur a 1, donc le schéma est inconditionnellement stable.

g

2.e. Discrétisation des conditions limites
La discrétisation de la condition de Dirichlet (en x = 0) est immédiate :
Uy = Uy
On pose donc pour la premiere équation du systeme précédent :
Ap-1=0,A400=1,401=0,Ry = Uy
De méme pour une condition limite de Dirichlet en z = 1 on pose
AN*LN*Q = 07 ANfl,Nfl = 17 AN*LN = 07 RNfl = Ul
Une condition limite de Neumann en x = ( peut s’écrire :
Uptt — Ut = AwJy
ce qui donne

AO,fl = O,Ao,o = —17140,1 =1,Ry = AzxJy

Cependant, cette discrétisation de la condition de Neumann est du premier ordre, alors que le
schéma de Crank-Nicolson est du second ordre. Pour éviter une perte de précision due aux
bords, il est préférable de partir d’une discrétisation du second ordre ([1]) :

Urtt — Uit = 2AwJ,

Un point fictif d’indice —1 a été introduit. Pour ne pas avoir d’inconnue en trop, on écrit le
schéma de Crank-Nicolson au point d’indice 0 tout en éliminant le point fictif avec la condition
ci-dessus ([1]). On obtient ainsi :
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14+ ) U —aUP = (1 — a)UJ + aU}" — 2alxJy + AtS]

On obtient de la méme maniere la condition limite de Neumannen z = 1 :
—aUp, + (1 + Uit = aUp_y + (1 — a)UR_; + 2alxJ; + AtSy_,

2.f. Milieux de coefficients de diffusion différents

On suppose que le coefficient de diffusion n’est plus uniforme mais constant par morceaux.
Exemple : diffusion thermique entre deux plaques de matériaux différents. Soit une frontiere
entre deux parties située entre les indices j et 7 + 1, les coefficients de diffusion de part et
d’autre étant D, et Ds. Pour j — 1 et j + 1, on écrira le schéma de Crank-Nicolson ci-dessus.
En revanche, sur le point a gauche de la frontiere (indice j), on écrit une condition d’égalité
des flux :

ou ou

Dl(%( T) = Dan( )

qui se traduit par

Dy(U7™ = Ui) = Dy(Ufy = U

et conduit aux coefficients suivants
Ajj1=-D1,Aj;=D1+ Dy, Ajj11=—D1,R; =0

2.g. Convection latérale

Un probleme de transfert thermique dans une barre comporte un flux de convection latéral,
qui conduit a I’équation différentielle suivante :

oT T
_ D— —O(T-T
ot o ) )

ou le coefficient C' (inverse d’un temps) caractérise I’intensité de la convection et 7, est la
température extérieure.
On pose = C'At. Le schéma de Crank-Nicolson correspondant a cette équation est :

. " « n n n n n n n /6
U =05 = 5 (U =205 + UP2)) + (U = 2057 + Uj0) 5743

J J+1 9 (2U€ B U;?H o an)

c’est-a-dire :

B B

S = U":f - aU}‘_1+(1—a—§)U;‘+ SUJ + AS) + U,

« n+1
_EUH (I+a+—= ; 5

3. Résolution du systeme tridiagonal

Les matrices A et B étant tridiagonales, une implémentation efficace doit stocker seulement
les trois diagonales, dans trois tableaux différents. On écrit donc le schéma de Crank-Nicolson
sous la forme :
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a; UM+ 0,Ur 4 UM = ;U + e;UP + U + 80

Les coefficients du schéma sont ainsi stockés dans des tableaux a N éléments a, b, ¢, d, e, f, s.
On remarque toutefois que les éléments ag, cy_1, dg et f_1 ne sont pas utilisés.
Le systeme tridiagonal a résoudre a chaque pas de temps est :

ajUj_l + bjUj + CjUj.H = Rj

ou I'indice du temps a été omis pour alléger la notation. Le second membre du systeme se
calcule de la maniere suivante :

Ry = egUy + foUi + so
Rj = dej,1 + erj + ijj+1 + s; pour 1<j<N-=-2
Ry_1=dn-1Un_o+en_1Un_1+ Sn_1

Le systeme tridiagonal s’écrit :

by co Uo Ry
aq bl C1 U1 R1

as by cy Us _ Ry (1)
an—1 by Un-1 Ry

La méthode d’élimination de Gauss-Jordan permet de résoudre ce systeme de la maniere sui-
vante.
Les deux premieres équations sont :

boUp + coUs = Ry
a1U0 + b1U1 + ClUQ = R1

by est égal a 1 ou -1 suivant le type de condition limite. On divise la premiere équation par ce
coefficient, ce qui conduit a poser :

BO - bO
_ %
Y0 50
Tn = &
T B

La premiere élimination consiste a retrancher 1’équation obtenue multipliée par a; a la se-
conde :

(b1 — a170) Ur + c1Us = Ry — aqx

On pose alors :
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B1="b1 —aiv
&1
=5
b
Ry — a1z
T = ——7"7
A
On construit par récurrence la suite suivante :
Br = b, — axye—1 (2)
Ck
Ve = o 3)
B
Ry — apxy
Tp=—"F—— “4)
B
Considérons la kieme équation réduite et la suivante :
Uk + WUk+1 =
et1Ug + bp1Up+1 + 1 Up2 = R
La réduction de cette derniere équation est :
(bk41 = ak1 ) Uk1 + 1 Uppr = Riy1 — @@
ce qui justifie la relation de récurrence définie plus haut.
Pour finir, voyons les deux dernieres équations :
Un—2+n—2UNn-1 = 2N
an—1Un_2 +bny_1Un_1 = Ry
La derniere équation réduite donne :
(bv—1 —an-1yN—2) Unv-1 = By_1 — ay 27N 2
c’est-a-dire :
Un-1 =N
Il reste a calculer les Uy, en partant du dernier par la relation :
Uk = & — MUk ®)

Les coefficients des diagonales sont stockés dans trois tableaux (a N éléments) a,b et c deés que
les conditions limites et les pas sont fixés. Les tableaux [ et v (relations 1 et 2) sont calculés
par récurrence avant le départ de la boucle d’itération. A chaque pas de I’itération (2 chaque
instant), on calcule par récurrence la suite z;, (relation 3) pour k variant de 0 a N-1, et enfin la
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suite Uy, (relation 4) pour k variant de N-1 a 0. En pratique, dans cette derniere boucle, on écrit
directement dans le tableau utilisé€ pour stocker les Uj ,,.
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